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54160 Serpentine 2

Vorwort

Die Serpentine ist eine algebraische Kurve 3. Grades, die man auf einer geometrischen Eigenschaft
definieren kann. Man kennt sie bereits seit 1692 (de L’Hospital und Huygens) sowie Newton (1701).

Sie lasst sich auch durch eine einfache gebrochen rationale Funktion darstellen.

Der mathematische Aufwand hélt sich in Grenzen, weshalb sich diese Kurve gut von Schilern der

Oberstufe untersuchen lasst.

Eine ahnliche Kurve ist die Versiera der Agnesi (Text 54155)
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1  Definition und Gleichung
1.1 Konstruktion der Serpentine als Ortskurve:

1. Zeichne den Kreis k um ¥

M(5[0) mit Radius 5

und eine Parallele zur x-Achse

mit der Gleichung y = a.

2. Eine Ursprungsgerade g:
y =mx schneidet g in U
und kin V.

3. Die Parallelen

zur x-Achse durch U und

zur y-Achse durch V schneiden sich in einem Punkt P.

Die Serpentine ist die Kurve, die aus allen diesen Punkt P und deren Spiegelbild beziiglich des

Ursprungs besteht, zusammen noch mit dem Ursprung.

1.2 Diese Serpentine hat folgende Gleichungen: v

Parametergleichungen:

QL )= ta:(t) N Z?r?((tt))

y(t)=b-sin(t)-cos(t)

Mit wachsendem t von O bis = wachsendem t durchlauit man die Kurve von rechts nach links,
also von «© bis — .

Koordinatengleichung:

[ Implizit: (x2 + az) -y =abx und explizit: f(x)=y= i ]

Waagrechte Asymptote ist die x-Achse: y =0

ab
. 0
denn lim = lim —*— = =
orex? pa? o g2 140
1+—
X

K ist punktsymmetrisch zum Ursprung, weil f(-x)=—f(x) ist.
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2 Herleitungen der Gleichungen

2.1 Parametergleichungen Ik p v
Der Polarkoordinatenwinkel t tritt in den
y=a
Dreiecken OQU, OSV und OWV auf. === =~ E7 S l“J """" N
Da V auf dem Kreis liegt hat nach dem \ |2
t \ b X
Satz von Thales der Winkel <OVW 90°. ofF——1 >
% Q b2 S w
Also folgt:
oV OV  —
cos(t)=—=— = OV =Db-cos(t) (1 k
(=== 1) @
Damit kann man im Dreieck OSV die Strecke
SV =y berechnen:
. SV - = . .
sin(t) = o = y=SV=0V-sin(t)=b-cos(t)-sin(t) (2)
. . a a
Und im Dreieck OQU folgt: tan(t)=— = x=
X tan(t)
cos(t
Ergebnis: x(t)=a-cot(t) = a __a : (t
tan(t) sin(t)
y(t) =b-sin(t)-cos(t)
Die Funktion Kotengens ist der Kehrwert des Tangens....
Hinweis: Bei dieser Herleitung ist der Faktor 2 aufgetreten
2.2 Koordinatengleichung aus der Parametergleichung
Ich berechne
cos? (t cos? (t cos? (t) +sin®(t
aatoa D0 o (080 ) oSS, 1
sin?(t) sin”(t) sin?(t) sin”(t)

2 Y
sin”(t)

(x2+a2)~y:a

Ich ersetze rechts y =2b-sin(t)-cos(t)

i b.w.cos(t) _ 6lzb.cos(t)

sin? (1) sin(t)

(x2+a2)-y=a

cos(t 2 2 _
Beachtet man nun, dass x=a- ( ) ist, dann folgt (X +a ) y= abx .

sin(t)
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2.2 Koordinatengleichung aus der Definition A

Y p v
Wir betrachten die Strahlensatzfigur VOS.
Die Strahlen OV und OW werden von den y=a
parallelen QU und SW geschnitten. Daher gilt: u ¥ N e
\ |a
VS 0S t |\ { b2 b x
— === 2. Strahlensatz ¥ - >
uQ 0Q ( ) o W
dh =X o o =X
a x a
k
Der Punkt V(u, |y) liegt auf dem Kreis k
um M(b | 0) mit dem Radius b und der Gleichung
b)? _ b2
(x=8) +y* =5
.. . . . 2 2
Also erfiillt V die Kreisgleichung: (xo=8) +y,* =5
x,” —bx, + k" +vy,° =j,b”{
2,,2
y, =y und x, _ XY einsetzen: X Z —bﬁ+y2 =0 | -a®
a a a
x?y? —abxy +a’y* =0
y ausklammern: y-[ X’y +a’y-abx]=0
bzw. y-[(x2+az)y—abe:O
Das ist ein Nullprodukt.
1. Faktor = 0: 2. Faktor = 0: (x2 +a2)y —abx =0
abx
X2 +a?
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3 Ableitungen, Extrem- und Wendepunkte

Gegeben ist die Funktion

Quotientenregel:

Extrempunkte:
Notwendige Bedingung:

Hinreichende Bedingung:

y-Koordinate:

b .
y:f(x):xzajj112 :ab'xzjaz Es seiena, b > 0.
1-(x*+a%)-2x-x 2 _ 2
f'(x)=ab <(x2+e)12)2 =ab.—<;+;)2
§ —2x.(x2+a2)2—2<x2+a2)-2x~<a2—x2)
f(x)=ab- (x2+a2)4
f"(x):ab'm-[—Zx-(xz+a2)—2(a2—x2)-2x]
<x2+a2)>k3
—2x% —2ax — 4a%X + 4x3 2x* —6a’
f'(x)=ab- X (izx+az;i3x+ X _ab ();2+;);(
((x) = ab (6x2—6a2)(x2+a2)3—3(x2+a2)2«2x-(2x3—6a2x)
x)=ab-
(x2+a2)6
(xera [(6x° - 6a%)(x" +a?)~6x(2x 6]
f"(x)=ab-
) (x2+a2)K‘1
6x* —6a’)(x? +a®)-6x-(2x® —6a’x
- S ) ot o

f'(x)=0 < a*-x*=0 < x=ta

f*(a)=-3ab-———-<0 Maximum.

a’ b .
"o =% Also hat K den Hochpunkt H(a| £b)

f(a)

Weil K punktsymmetrisch zum Ursprung ist, hat K aul3erdem den Tiefpunkt T(—a | —%b).

Wendepunkte:

Notwendige Bedingung:

Hinreichende Bedingung:

y-Koordinaten:

W, (0]0), W, (+av/3 | +3+/3b), denn:

f'(x)=0 < 2x°-6a’x=0 < 2x(x’-3a’)=0
1.Lésung x=0, 2.und 3. L6sung: X,, :i\/Q:i
_ra2)\(a2
f(0) = ab- &)
()
(6-3a° —6a°)(3a” +a)-6-a/3 -0
#0

(3a*+a’ )4

a3

Wendestelle.

f'"(a«/g):ab

f(a\/g):azb\/gzi\/gb

4a2 4
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4 Flache
Inhalt der Flache zwischen K, der x-Achse und der Geraden x =r: 4
|
r X 2
A(r)=ab dx
( ) EI;XZ +a2 1
Substitution: u=x*+a’> = du=2x-dx = x-dx=42du

Umrechnung der Grenzen: Xx=0 = u=a% x=r = u=r’+a’
r 1?2 +a?
X 1 r2+a?
A(r)=ab[——dx=4ab [ =du=21ab-[Infu/], =%ab-[ln(r2 +a2)—lna2]
X“+a u a
0 a?

Nach der 2. Logarithmenregel ist Ina—Inb = In% , also hier:

2 2 2
A(r):éab-lnr +2a :%ab-ln(r—2+1]:
a a

Grenzwert fir r -> o : Fir x >0 = Inx—>®

2
Analog: Firr-o = rf 5o = In[r—2+1]—>oo = A(r)>
a
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5 Rotationskorper

Rotation der Flache aus Abschnitt 4 um die x-Achse:
r 2b2 2

j y2dx =n j —de 1)
x +a )

X2

Berechnung von F(x) =j dx

(x2 +a’ )2

1. Schritt:  Partialbruchzerlegung:

. x? A B 2
Ansatz: (x2+a2)2 pivea +(x2+a2)2 | .(xz +a2)
x*=A-(x’+a’)+B
x* = AX’ +(Aa’® +B)
Koeffizientenvergleich: A=1 und Aa’+B=0 = B=-Aa’=-
Ergebnis: 1 &
. (x2 +a2)2 x* +a’ (x2 +az)2
Einsetzen: F(x ——dx= dx a’ 7dx (2)
(x)= z
(x +a (x +a )
Fl(x} -—
Fy(x)

2. Schritt: Berechnung des 1. Teilintegrals: Fl(x):f 5 ! 2dx:j 2 gy

x* +a X 4q
aZ
Substitution: u=> = x=au = dx=a-du
a
1 1 1
F(x)= IX2+1 _I aj 2+1du_g-arctan(u)(3)
Ricksubstitution: u=%:
1 X
F (x)==-arctan| —
(=2 -arctan %)
3. Schritt:  Berechnung des 2. Teilintegrals:  F,(x) = J'%dx
(x2 +a2)
Anwendung der Reduktionsformel aus Text 48052:
1 X 2n-3 1

dx = dx

(ax2 + b)n 2b(n —1)(ax2 + b)n_1 ’ 2b(n-1) (ax2 + b)n_1

Flr unsista =1, b Gibernimmt a®und es ist n = 2. Die Formel liefert:

! dx = X + 1 j ! dx

(X2 +a’ )2 2a’ -1-(X2 +a2) 2a®-17 x> +a’

F]_(X)

1 X 11 X

Also F(x)= '[(xz v )2 dx = P> (x2 +a2) +ga-arctan(aj
X 1 X

F A = 4
,(X) 2a2(x2 +a2)+ oo arctan(aj 4)

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



54160

Serpentine

4. Schritt:

5. Schritt:

Berechnung der Grenzwerte flr r — o

F1(X) aus (3) und F,(x) aus (4) in (2) einsetzen:

2

X 1 1
F(x) = dx = dx-a®- | ————dx
() j(x2+a2)2 J(x2+a2) '[(x2+a2)2
o (x) Fa(x)

F(X) — 1.arctan(xj_a2 . X+13'arctanEXj

a a 2a2(x2 +a2) 2a a
F(x) :l-arctan(xj—X—l-arctan(xj

a a 2(x2 +a2) 2a a
Zusammenfassen:

1 X 1 X 1 X 1 1 xY1 1 X
—.arctan| — |-—arctan| — |=—-arctan| — |-|1-= |=—-arctan| — |-= =—-arctan| — |-
a a) 2a a a a 2 a a) 2 2a a

Einsetzen:

1 X X
F(X) :Z.arctan(gj—m +C

Einsetzen in (1) und Berechnung des Volumens

2

X—de =m-a’b’ [i -arc tan(ij—%l
(x2+a2) 2a a 2(X +a ) .

1 (rj r
— .arctan| — |- ———
2a a 2(r2+a2)

V(r)= n.r[yzdx = na’b’ j
0 0

V(r)=mn-a’’- —r-a’h? -[2—1a~arctan(0)—

]

=0

1 (r} r
— .arctan| — |-——|.
2a a 2(r2+a2)

V(r)=mn-a’h’-

. r 1
limarctan| — |[===
r—w a 2

1

. r . 2 0
lim > =lim 5 = —
ert+at o oe1pa 140
r
V:IimV(r):rc-azbz-i-lnzlabz-n2
r—>w 2a 2 4
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